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RESUMEN 
En este articulo se presenta la formulación de una banda finita destinada al análisis de 
cáscaras cilíndricas simplemente apoyadas en sus extremos basada en funciones de interpolación 
que son solución de ecuaciones aproximadas de cáscaras. Se presentan algunos ejemplos que 
muestran el buen comportamiento del elemento para el análisis estático de cáscaras. 
SUMMARY 
In this paper a finite strip formulation used for the analysis of simply supported cylindrical 
shells es presented. It is based on interpolation functions which are solution of approximated 
equations of shells. Examples of the good perfomance of the element for static analysis of shells 
are presented. 
INTRODUCCION 
Las cáscaras cilíndricas han sido comunmente idealizadas o bien mediante elementos 
finitos estandar o, más eficientemente en el caso de extremos simplemente apoyados, 
mediante elementos semianalíticos. 
Dentro de este Último contexto y para el análisis estático de cáscaras cilíndricas, nos 
encontramos en primer lugar con el trabajo que Scordelis' presenta en 1964 destinado 
a resolver sistemas de cáscaras múltiples. En este trabajo, basado en el método de la 
rigidez en forma matricial, la matriz de rigidez de cada cáscara es determinada a partir 
de las soluciones que Gibson' propone para la teoría de cáscaras de Domefl. Durante 
la década siguiente, Cheung3 Presenta la banda finita plana cuya formulación está 
basada en el método de los elementos finitos en desplazamientos, y, más recientemente, 
Giró' presenta un método semianalítico basado en un procedimiento de separación de 
variables e integración numérica de las ecuaciones de cáscaras cilíndricas. 
El objetivo de este trabajo es presentar una formulación de bandas finitas basada 
en la teoría de cáscaras de Koiter-Sanders que utilice como campo de desplazamiento 
aproximado las soluciones propuestas por Gibson y en donde la matriz de rigidez y 
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el vector de cargas son obtenidos a partir del principio de los trabajos virtudes. De 
este modo se logra un elemento más confiable que el de Scordelis, que requiere menos 
elementos que las bandas planas y evita la integración numérica del elemento de Giró. 
DESARROLLO DEL ELEMENTO 
Funciones de desplazamiento 
Consideremos una franja genérica de directriz cilíndrica circular a la que 
supondremos simplemente apoyada en x = O y z = L (ver Figura 1). En cada Línea 
nodal se definirán desplazamientos en las direcciones x, y,  z y un gir8 alrededor del eje 
x, resultando cuatro grados de libertad por línea nodal y un total de ocho grados para 
la franja. 
f r an j a ,  /- 
1 ineas  nodales,, 
Figura 1. (a) Cáscara cilíndrica dividida en franjas finitas, 
(b) Franja finita de directriz cilíndrica circular, parámetros de 
desplazamientos nodales. 
Los desplazamientos podrán expresarse en la forma: 
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donde: 
Xm(x) = sen ( k x )  k = ma/L 
De acuerdo con las soluciones presentadas por Gibson las h ( 4 )  tendrán alguna de 
las dos formas siguientes: 
Funciones pares: 
&,.,(4) = a(Bl cos plc$ - B2 sen ,f314)eal4 - b(B2 tos Pi4 + Bi sen ~ i 4 ) e " "  
+ c(B3 cos p;q5 - B4 sen ~ ; q ! J ) e ' : ~  - d(B4 cos p;4 + B3 sen p;4)ea:" 
+ e(Bl cos p14 + B2 sen pl4)e-"l4 - f (B2 cosPlq5 - Bi sen p14)e-"l4 
+ g(B3 cos Piq5 + B4 sen ~ ; q 5 ) e - " : ~  - h(B4 cos ,B;c$ - B3 sen &4)e-"i4 
Funciones impares: 
h ( d )  = a(B1 cos p14 - B2 sen p14)eQ14 - b(B2 cos pl4 + Bi sen p14)ea14 
+ C ( B ~  cos p;q5 - B4 sen P; q5)ea3 - d(B4 tos P; 4 + B3 sen ~ i 4 ) e " "  
- e(Bl cos p14 + B2 sen ~ l ~ $ ) e - ~ "  + f (B2 Bid) - Bi Sen ~i4)e-"" 
- g(B3 COI P;4 + B4 sen ~ ; 4 ) e - ' : ~  + h(B4 cos P;4 - B3 sen ~ 6 ) e - " ; '  
donde las constantes al ,  a;,  P1, P { ,  Bl,  B2, B3 y B4 dependen de las características 
de la cáscara y las constantes a ,  b, c, d ,  e ,  f ,  g y h son constantes indeterminadas. 
A ñn de facilitar la escritura, llamaremos: 
h ( 4 ,  Bl , B2, B3, B4) = L (4 )  de funciones pares 
&,,(4, Bl , B2, B3, B4) = h ( 4 )  de funciones impares 
reemplazando en las (1) resulta: 
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donde las tij son las constantes Bl, B2, B3 y B4 para u, v, w  y 0 respectivamente y 
están dadas en la Tabla 1. 
Matricialrnente podríamos escribir: 
v/  sen (kx) 
w /  sen (kx) = [Q>]m{a)m 
donde la matriz [@], contiene los términos correspondientes a las funciones &,,(4), por 
ejemplo: 
y {a), es el vector de incógnitas: 
Evaluando (2) en las líneas nodales, esto es para q5 = y a ,  podremos expresar las 
incógnitas {a), en función de los parámetros de desplazamientos nodales: 
con [A], - 
luego: 
De este modo los desplazamientos en cualquier punto del interior de la franja 
estarán dados por: 
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donde la matriz [@], contiene elementos del tipo: 
Deformaciones 
Teniendo en cuenta las deformaciones y cambios de curvaturas de la teoría de 
Koiter-Sanders, el vector de deformaciones generalizadas { E )  resulta: 
Haciendo las derivadas obtenemos: 
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r = 2 L ( 4 ,  61, b, 6 3 , 6 )  cos(kz) 
m=l 
t 
XI = d ( 4 ,  t41, b, (43, (44) se. (kz) 
m=l 
t 
x2 = E L(4, b1,62,63, b4) sen (kx) 
m=l 
r 
7 = E L(4, b, (62, &3, b) cos(kx) 
m=l 
donde f y f son las funciones dadas anteriormente, y los tij están dados en la Tabla 11. 
Resulta luego claro que podemos expresar a [B], en la forma: 
[B]m = [~lm[A]$ 
donde la matriz [E], contiene elementos similares a los de la matriz [a],, por ejemplo: 
el1 = (fll cosp14 - Cl2 sen p14)ea1'f' sen (kx) 
Esfuerzos 
Aplicando la ley de Hooke resulta: 
t 
{c) = [DI [Blm{ü)m 
m=l 
( 6 )  
donde: 
[DI = 
siendo E ,  v y t el módulo de Young, coeficiente de Poisson y espesor respectivamente. 
Los convenios de signos para las tensiones resultantes pueden verse en la Figura 2. 
-- 
- D1 vDl O O O O -  
vD1 Di O O O O 
O O D2 O O O 
0 O O D3 vD3 O 
O O O vD3 D3 O 
o O 0 0  0 D4- 
D1 = Et / ( l  - va) 
D2 = Et/2(1+ U) 
D3 = Et3/12(1 - v2) 
D4 = Et3/24(1 + U )  
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.l El 
"x$ 
Figura 2. Convenios de signos de los esfuerzos generalizados. 
Matriz de rigidez 
Dadas las propiedades de ortogonalidad de la función X m ( z )  utilizada, se produce 
el desacople de los términos de la serie. 
Luego: 
[ ~ l m m  = J [BIT [DI [ ~ l m d ~  (7) 
es la matriz de rigidez de la franja para el término m-ésimo de la serie. Reemplazando: 
[Klmm = [ ~ ] k ~ ~ [ ~ ] m m [ ~ ] ñ :  
donde: 
RL [S lmo = I[E]~[D] [ E ] m d s  = l[C]n 
con [C], calculada según la Tabla 111, siendo: 
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Matriz [C] 
111 = La sen p14 se. /3:4e("l -';)mdqj 
13 = Ea COS pl 9 sen /31 4e2""d4 1i2 = La A4 scn /3: &(a1-a:)md4 
4 = L =os p1 4 cos /3: )e(a1 +'; )+d4 113 = La sen coa p;@("l-': 
1 5  = La sen P1$h sen /3;4e("l+":)Od 9 114 = cos2 /3;4e2";Od4 
16 = La coa pl4 sen )*dd 115 = La sen 2/3;)e2a;'#'dqj 
116 = Ea =os /3:4 sen /3;4e2a:mdqj 
a 2 1 1 I8 = la coa /3idd4 = O + - sen 2 p l a  117 = Ea =os2 /3;)d4 = a + - sen 2/3:a 
2/31 2% 
Tabla 111. 
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siendo: 
J ,(m+%)+ cos y4 cos zq5e(w+x)+d~ = - (W + x )  cos(y - z ) 4  + ( y  - z )  sen ( y  - z ) 4  2 (W + x)2 + ( y  - z ) ~  + 
( w  + z) cos(y - z ) 4  + ( y  - z )  sen ( y  - z ) 4  
sen y4 sen ~ q 5 e ( ~ + ~ ) @ d #  = - - 2 ( w  + " ) 2  + ( y  - z)2 
J ,(w+.)+ sen y4 ~ o s z 4 e ( ~ + ~ ) + d 4  = - (W + X )  sen (Y - z ) 4  - ( y  - z )  cos(y - z ) 4 +  2 (" + " ) 2  + ( y  - z)2 
+ ( w  + 4 sen (Y + 4 4  - ( y  + z )  cos(y + z)q5 
( w  + + ( y  + z)2 
Tabla 111. (cont.) 
Vector de cargas 
El vector de cargas de la franja para el término m-ésimo de la serie será: 
siendo { f) las fuerzas de superficie, luego: 
EJEMPLOS NUMERICOS 
Ejemplo 1: Cilindro con cargas radiales concentradas ("Pinched Cylinder"). El 
cilindro simplemente apoyado mostrado en la Figura 3, está sometido a dos cargas 
radiales opuestas a mitad de su longitud. Utilizando la simetría del problema solamente 
es necesario descretizar un cuarto del cilindro. La Tabla IV muestra el comportamiento 
del desplazamiento radial bajo la carga y a 90' de ella cuando la malla es reñnada. Se 
puede ver que con sólo dos franjas la respuesta es ampliamente satisfactoria. 
Ejemplo 2: Bóveda de cañón. Esta cáscara cilíndrica simplemente apoyada en sus 
extremos y Libre en sus bordes longitudinales está sometida a su peso propio. Dada la 
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10 pulg. 
0.1 pulg. 
31.42 pulg. 
lo7 ib.1~~1 
0.28 
D = ~tj/l2(1 - u') 
Figura 3. Cilindro con cargas radiales concentradas. 
* se calculan sólo los términos impares. 
TABLA IV. Desplazamiento radial bajo la carga y a 90°, comparación con la solución 
exacta [5] a~ = 1.215 x ae = 2.0 x con a = e RS . 
simetría geométrica y de carga es posible analizar simplemente un medio de la misma. 
En las Figuras 4 y 5 se comparan algunos resultados obtenidos con una malla de 8 
franjas y la solución teórica6. En la referencia [7] la misma bóveda fue analizada, 
la Figura 6 es una reproducción de las curvas de convergencia obtenidas con varios 
elementos triangulares junto a los resultados obtenidos con la presente franja finita. 
Entre paréntesis se indica el número de franjas y el número de iteraciones. Si bien 
el número de incógnitas fue determinado como el producto del número de grados de 
libertad por el número de iteraciones, se debe tener en cuenta que el orden de la 
matriz de rigidez ensamblada en cada iteración coincide con el número de grados de 
libertad, esto es, 18 grados para el primer punto y 34 grados para el segundo. Esto 
Último confirma que para un mismo nivel de exactitud el método de la banda finita 
MALLA 
2 (8 g.1.) 
10 (40 g.1.) 
40 (160 g.1.) 
W B  NUMERO DE 
ITERACIONES * 
18 
18 
24 
a B 
2.00 x 
2.00 x 
2.00 x 
W A  
ERROR 
0.00% 
0.00% 
0.00% 
- 
a~ 
1.197 x 
1.197 x 
1.205 x l o - 2  
ERROR 
1.48% 
1.48% 
0.82% 
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R = 25 pies 
t = 3 pulg. 
L = 5 0  pies 
E = 3x10" l b . / p ~ l g . ~  
, L " i, = o 
g = 9 0  1b./pie7 
borde libre 
í a )  
- analítica 
o franja cilíndrica 
3 ( 5 )  
Figura 4. (a) Bóveda de cañón.. Figura 5. (a) M+ = momentos 
(b) Desplazamiento vertical transversales, M, - 
de la sección central. (c) momentos longitudinales en la 
Desplazamiento longitudinal sección central. (b) M,+ = 
del apoyo. momento torsor en el apoyo. 
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A Cowpi- ,  Lindberg,  01son - eleinento curvo 1 
O Z i e n k i e w i r i  - elemento p lano 1 
t m Clough, Jonnson - eielnecto p lano o Bocnes, D h a l t  Aroux, Robecbaud - elemento curvo 
0 F t - a ~ j a  c i  l i n d r i c a  c i r c u l a r  1 
1 I I I I I I I I I I I ( 1 )  Solución t e o r í a  de lán inas  rebajadas 
A Cowper y c t r o s  
k (4 ,9 )  O F r a n j a  c ' l í n d r i c a  c i r c u l a r  4 
I I , I I I 
( 1 )  S o l u c i r k  t e o r í a  se Iá - inas  reoajadas - 
- 
A Cowper y o t r o s  
O F r a n j a  c i l í n d r i c a  c i r c u l a r  
-- 
u 
- 
- 
O 100 2% 300 400 500 600 
incógn! t a s  
Figura 6. Comparación con elementos triangulares (ver referencia [7]). 
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tiene una demanda  de capacidad computacional notablemente inferior a los elementos 
convencionales. Se adiciona además, pa ra  este caso p a r t i c d a r  de  carga, el hecho de 
que del número to ta l  de iteraciones señaladas sólo se debieron c d c d a  10s términos 
impares. 
CONCLUSIONES 
L a  utilización de las soluciones de  Gibson ofrece la ventaja de conservar la 
misma forma general t an to  e n  las funciones de  forma de desglaz 
deformaciones, a la vez que permite  encontrar una forma explácita de Is matriz de 
rigidez. P o r  o t ro  lado, los ejemplos analizados muestran e l  excelente corngor$&eHI&s 
del elemento desarrollado. 
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